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Abstract. Let G be a classical p-adic group and (ip, e) the Langlands parameter of 
an irreducible supercuspidal représentation of a Levi subgroup of G. Using data from 
(ip,t), we détermine explicitly the intertwining algebra of the représentation which 
is induced from the orbit of the supercuspidal représentation associated to [if), e). 

RÉSUMÉ: Soit G un groupe p-adique classique et [if), e) le paramètre de Langlands 
d'une représentation irréductible cuspidale d'un sous-groupe de Levi de G. Utilisant 
des données de (ip,t), nous déterminons explicitement l'algèbre d'entrelacement de 
la représentation induite par l'orbite de la représentation cuspidale associée à (ip,e). 



Fixons un corps local non archimédien F. On note \ ■ \f sa valeur absolue 
normalisée, q la cardinalité de son corps résiduel, roj? un générateur de l'idéal 
maximal de son anneau de valuation et Wf son groupe de Weil. 

Le symbole G désigne le groupe des points irrationnels d'un groupe classique 
connexe défini sur F. Nous entendons ici par groupe classique la composante neutre 
du groupe des automorphismes d'un F-espace vectoriel laissant invariant une forme 
bilinéaire symétrique ou symplectique. C'est ou un groupe symplectique ou un 
groupe orthogonal, éventuellement non déployé. 

Notons G le groupe dual de Langlands associé à G. C'est un groupe réductif 
complexe connexe qui est orthogonal pair, si G est orthogonal pair, symplectique 
si G est orthogonal impair, et orthogonal impair si G est symplectique. 

Soit M un sous-groupe de Levi standard de G. Il s'identifie à un groupe de la 
forme GL^ 1 (F) x ■ • • x GLfc h (F) x H, où H désigne un groupe classique du même 
type que G. Notons GLfc(F) 1 le sous-groupe de GLk(F) formé des éléments de 
déterminant de valeur absolue 1. Posons M 1 = GL^^F) 1 x • • ■ x GLfc h (F) 1 x H. 
On appellera caractère non ramifié de M tout caractère complexe de M qui se 
factorise par M . Le groupe des caractères non ramifiés forme un tore algébrique 
complexe, et l'algèbre des fonctions régulières de cette variété algébrique affine 
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s'identifie à l'algèbre de groupe CfM/M 1 ]. On écrira B pour CfM/M 1 ] et, pour m 
dans M, b m pour la fonction régulière qui associe à un caractère non ramifié \ la 
valeur xi 171 )- 

Soit (a, E) une représentation irréductible cuspidale de M. Notons O l'ensemble 
des classes d'isomorphie de représentations de la forme a ® \ avec X caractère non 
ramifié de M. 

Il a été montré par J. Bcrnstein [BD] que la catégorie des représentations irréduc- 
tibles lisses Rep(G) de G se décompose en un produit direct de sous-catégories 
pleines Rep(G)o indexées par les classes de conjugaison d'orbites O de représenta- 
tions irréductibles cuspidales de sous-groupes de Levi M de G. 

Posons Es — E®cB, et notons <tb : M — ■> Es la représentation de M définie par 
(JB{m)(e®b) = a{m)e®bb m . Soit P = MU le sous-groupe parabolique standard de 
G contenant le sous-groupe formé par des matrices triangulaires supérieures, et no- 
tons le foncteur d'induction parabolique normalisé qui préserve l'unitarité. Alors, 
un autre résultat de J. Bernstein [Ru] dit que la catégorie Rep(G)o est isomorphe 
à la catégorie des modules à droite sur l'algèbre d'entrelacement Endc(îp-Es)- 

Remarquons que, pour tout caractère non ramifié x de M, l'application de 
spécialisation sp x : B — > C, b i— > b(x), induit canoniquement un morphisme M- 
équivariant (ctb,Eb) — ► (c (g> x> -^x) et un morphisme G-équivariant {ip ! (JB 1 i ( p 

Notre but ici est de décrire l'algèbre Endc^pEs) explicitement en fonction du 
paramètre de Langlands (tp, e) de a. 

En effet, le paramètre de Langlands (tp, e) de a est connu grâce au travail de C. 
Moeglin [M] sur les résultat de J. Arthur, lorsque G est symplectique ou orthogonal 
impair et F de caractéristique 0. Dans le cas de la composante neutre d'un groupe 
orthogonal pair, il faut être un peu plus prudent et, par ailleurs, passer par le 
groupe orthogonal tout entier qui n'est pas connexe, les résultats de C. Moeglin 
n'étant énoncés que dans ce cas. (Plus de détails sont donnés à la fin de la section 
1.) La restriction à la caractéristique devrait être inutile, mais pour le moment 
les résultats utilisés relatifs aux paramètres de Langlands ne sont disponibles qu'en 
caractéristique 0. 

D'autre part, on a calculé dans [H] l'algèbre d'entrelacement d'une certaine sous- 
représentation ipEs de ipEs et montré que celle-ci est isomorphe à une algèbre 
de Hecke avec paramètres (ou plutôt au produit semi-direct d'une telle algèbre avec 
un groupe fini). Rappelons [Ro] que la catégorie Rep(G)o est encore isomorphe à 
la catégorie des modules à droite sur l'algèbre Endc(ipi?p e ,). 

Dans ce papier, on exprime d'abord le résultat de [H] sur l'algèbre d'entrelace- 
ment de ipEB en termes du paramètre de Langlands de g. Le résultat principal 
concernant l'algèbre d'entrelacement de ipEs se trouve alors dans la section 5. 
Pour la commodité du lecteur, on a rappelé au début de cette sections toutes les 
notations et définitions introduites ultérieurement. 

L'auteur remercie C. Moeglin ainsi que C. Jantzcn pour avoir discuté avec lui 
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sur leurs résultats respectifs, ainsi que A. -M. Aubert pour quelques corrections 
stylistiques. 

1. Soit F un corps local non archimédien de caractéristique 0. Soit H un groupe 
symplectique, la composante connexe d'un groupe orthogonal impair ou un groupe 
orthogonal (non connexe) défini sur F. Notons H son groupe dual. Un paramètre 
de Langlands tempéré pour H est un couple (ip, e), où ip : Wf x SL 2 (C) — » H est un 
homomorphisme qui vérifie les propriétés suivantes: la restriction de ip à Wf est un 
homomorphismc continu dont l'image est bornée et formée d'éléments semi-simples. 
La restriction de ip à SL 2 (C) est un homomorphisme de groupes algébriques. La 
deuxième composante, e, est un certain caractère du centralisateur de l'image de ip 
qui doit par ailleurs avoir la "bonne" restriction au centre de H. 

Le paramètre est dit discret, si l'image de ip n'est contenu dans aucun sous- 
groupe de Levi propre de H. 

1.1 II résulte des travaux de J. Arthur - via la correspondance de Langlands 
locale pour les groupes linéaires généraux p-adiques - qu'à tout paramètre discret 
(ip, e) pour H correspond une unique représentation de carré intégrable r(ip, e) de 
H, et vice- versa, comme cela a été conjecturé par Langlands (avec des raffinements 
ultérieurs de P. Deligne et G. Lusztig). 

1.2 C. Moeglin [M] a su expliciter les paramètres qui correspondent à des repré- 
sentations cuspidales. Explicitons cela: notons i : H — » GLk~ (C) la représentation 

naturelle de H et Jord(ip) le multi-ensemble des composantes irréductibles de i o 
tp. Ses éléments sont des représentations de la forme p <g> sp a : Wf x SL 2 (C) — ► 
GL a( ; p (C), où p : Wf — ► GLd p (C) est une représentation irréductible autoduale, a 
un entier > 1, et sp a la représentation irréductible de SL 2 (.F) de degré a. On a 
donc 

io^= p®sp a . 

(p,a)£jord(ip) 

C. Moeglin a montré [M, 1.5] que r(ip, e) est cuspidale, si et seulement si l'ensemble 
Jord(ip) est sans trou (i.e. (p, a) e Jord(ip), a > 3, implique (p, a— 2) G Jord(ip)) et 
si le caractère e est alterné avec la bonne restriction au centre de H. (On ne va pas 
expliquer ici, ce que cela signifie, puisque nous n'en aurons pas besoin dans la suite. 
Signalons seulement que l'existence d'un caractère e n'est pas automatiquement 
vérifiée, si Jord(ip) est sans trou.) 

Si (p, a) G Jord(tp), alors a est impair si p et H sont tous les deux orthogonaux 
ou tous les deux symplectiques. Dans le cas contraire, a est pair. 

Si p est une représentation irréductible autoduale de Wf, notons, si cet entier 
existe, a p ^ le plus grand entier a tel que (p, a) G Jord(tp). Sinon, posons a p ^ = — 1 
si p et H sont tous les deux orthogonaux ou symplectiques, et a p .^ = sinon. 
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Notons encore p la représentation irréductible cuspidale de GLd p (F) qui cor- 
respond à p par la correspondance locale de Langlands. Elle est autoduale. Si 
GLd p (F) x H est un sous-groupe de Levi de G, la représentation de G déduite de 
p\ ■ \p <S> t(^>) par induction parabolique normalisée est réductible pour un seul réel 
x > 0. C. Mocglin [M] a montré que cet entier vaut (a p .^ + l)/2. (Lorsque a p ^ 
vaut —1 ou 0, la condition donnée dans [M] porte sur le transfert d'une certaine 
distribution stable. L'équivalence avec la condition ci-dessus est une conséquence 
des résultats annoncés par J. Arthur.) Lorsque H est trivial, on considère H suiv- 
ant la nature de G comme orthogonal ou symplectique. Evidemment, lorsque par 
exemple H = 1 et p est un caractère autodual, ces résultats sont connus depuis 
longtemps. 

1.3 Proposition: Soit p une représentation irréductible autoduale de Wf- Soit 
X- un caractère non ramifié de Wf tel que la représentation p- = px- soit autod- 
uale et non isomorphe à p. Notons t p l'ordre du groupe des caractères non ramifiés 
X de Wf vérifiant p ~ p®x- 

Les entiers t p a p .^ et t p _a p _^ ont la même parité. 

Preuve: Ces entiers sont impairs, si et seulement si t p et a p $ (resp. t p _ et a p _^) 
sont tous les deux impairs. Remarquons que t p et t p _ sont égaux. Comme p et 
PX- sont autoduales, il est immédiat que pxt — p. Supposons t p impair. Quitte 
à multiplier x- P ar un caractère x qui vérifie p ~ p ®x ( ce Qui ne change pas la 
classe d'isomorphie de /?-), on peut supposer dans ce cas x 2 - = 1- 

Mais, alors p est orthogonal (resp. symplectique), si et seulement si p- l'est. 
Comme l'entier a p .^ (resp. a p _^) est impair si et seulement si H et p (resp. p) 



sont tous les deux orthogonaux ou symplectiques, ceci prouve la proposition. I— I 

1.4 Le symbole H désignera maintenant la composante connexe d'un groupe 
orthogonal pair H' défini sur F. Le résultat suivant est la proposition 4.3 de [BJ] 
(complété au cas non déployé par [J]): 

Proposition: Soit r une représentation irréductible cuspidale de H , et soit 
t' une composante irréductible de la représentation induite ind^ t. Soit p une 
représentation irréductible cuspidale de GLfe(F). Notons G' (resp. G) le groupe 
orthogonal (resp. sa composante connexe) dont GL^(F) x H' (resp. GLk(F) x H) 
s'identifie à un sous-groupe de Levi standard maximal. Notons P' (resp. P) le 
sous-groupe parabolique standard maximal de G' (resp. G) de Levi M' (resp. M). 
Notons c un représentant de l'élément non trivial de G' /G. 

(i) Supposons G déployé, k impair et ou bien r ^ cr ou bien H = 1 et k ^ \ . 
Alors ip(p\ • \ x <8> r) est irréductible pour tout nombre réel x. 

(ii) Supposons les conditions de (i) non vérifiées. Fixons un nombre réel x. 
Alors, pour que ip(p\ ■ \ x <S> t) soit réductible, il faut et il suffit que ip,(p\ ■ \ x ® r') 
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soit réductible. 

Cette proposition nous conduit à introduire la terminologie suivante: appelons 
paramètre de Langlands d'une représentation irréductible cuspidale r de H, le 
paramètre de Langlands (if>, e) d'une composante irréductible de la représentation 
induite ind^ t. Ceci est évidemment un abus de terminologie qui nous semble 
toutefois justifié par le corollaire suivant qui est une conséquence immédiate de 
la proposition ci-dessus et des résultats de C. Mocglin dans le cas d'un groupe 
orthogonal pair (non connexe) décrits dans la première partie de cette section: 

Corollaire: Soit (ip, e) un paramètre de Langlands d'une représentation irréduc- 
tible cuspidale t de H . Soit p une représentation irréductible cuspidale autoduale 
de GLfe(F). Notons G un groupe orthogonal connexe dont GLfe(F) x H s'identifie 
à un sous-groupe de Levi standard maximal. 

Alors, la représentation induite de p\ ■ \ x f ®t par induction parabolique normalisée 
est toujours irréductible si G est déployé, k impair et ou bien H = 1 et k ^ 1 ou 
bien ct ^± t. Sinon, elle est réductible pour un seul nombre réel x > 0, et celui-ci 
vaut (a p ,,/> + f)/2. 

2. Soit maintenant G un groupe symplectique ou la composante connexe d'un 
groupe orthogonal. On appellera paramètre de Langlands d 'une représentation cus- 
pidale d'un sous- groupe de Levi de G un couple (i/>, e), formé d'un homomorphisme 
ip : Wf x SIj2(C) — > G qui vérifie par ailleurs la propriété suivante: si M est un 
sous-groupe de Levi de G qui est minimal pour la propriété que l'image de ip est 
contenue dans le groupe dual M, alors (tp, e) est le paramètre d'une représentation 
cuspidale (a, E) de M. On dira alors que M est un sous-groupe de Levi associé à 

(iM). 

Deux tels paramètres seront dits équivalents, s'ils sont conjugués par un élément 
de G. Remarquons que la classe d'isomorphic de la représentation ipEg ne change 
pas, si on passe à un paramètre équivalent. (Dans le cas de la composante connexe 
d'un groupe orthogonal pair, cette notion se généralise de façon évidente.) 

2.1 Soit M un sous-groupe de Levi standard de G et (tp,e) le paramètre de 
Langlands d'une représentation irréductible cuspidale de M. Quitte à conjuguer 
(V>, e) par un élément de G, on peut toujours supposer que tp soit de la forme 

® • • • ® Pl,cH ® P~2,l ® • • • ® P2,d 2 ® • ' • ® Ph,d h ® IpH, 

où les f>ij : Wf GL^C) sont des représentations de Wf qui sont, pour i fixé, la 
tordue d'une même représentation irréductible cuspidale unitaire pi par un caractère 
non ramifié. On peut choisir (et on choisira) pi autoduale si la contragrédiente de 
pij est isomorphe au produit de pij par un caractère non ramifié, et on supposera 
que pi n'est pas la tordue d'une pj, j ^ i, par un caractère non ramifié. Le couple 
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(jpH,e) est le paramètre de Langlands d'une représentation irréductible cuspidale 
(r, E t ) d'un groupe H du même type que G, mais de rang plus petit, éventuellement 
trivial. Notons pi- la représentation de Wf, déterminée à isomorphisme près, 
qui est le produit de p, par un caractère non ramifié et qui est autoduale et non 
isomorphe à pi. On peut par ailleurs supposer (et on supposera) a Pi ^ H > a Pi _^ H . 
(Ce choix des pi est conforme au choix du point de base effectué dans [H].) Le 
sous-groupe de Levi M s'identifie alors à un produit 

GL fel (F) x • • • x GL fel (F) x GL k2 (F) x • • • x GL kh x • • • x GL kh (F) x H, 

chaque facteur GL ki étant répété di fois. 

2.2 Plus précisément, dans la réalisation usuelle de G comme sous-groupe de 
GL k ^(F), M est l'ensemble des éléments du groupe GL kl (F) x • • • x GL kh (F) x 
H x GLk h (F) x • • • x GL kl (F), plongé diagonalement dans GLfc g (F), qui sont de 

la forme (m M , toi, 2 , • • • , m Ml , m 2 ,i, . . . , m h ,d h , m H ï ™>hj h ' ■ ■ ■ >* m i~,i)- 

Pour i = 1 , . . . , h et j = 1, . . . , di — 1, on notera r^j l'élément du groupe de 
Weyl de G dont l'action sur M permute les coefficients rriij et m,ij + i (ainsi que 
'm^j 1 et *TOj r j+i) °^' un élément de M. Sauf si G est orthogonal pair, fc, impair et ou 
bien iJ = 1 ou bien r n'est pas stable par l'automorphisme extérieur, on désignera 
par ailleurs, si pi est autoduale, par l'élément du groupe de Weyl de G dont 
l'action sur M permute les coefficient m,^ et t mJ d . de M. 

On écrira pour le sous-groupe du groupe de Weyl de G engendré par les r^ , 
et W^ t i pour le sous-groupe engendré par les r, ; j avec i fixé. Le groupe est le 
produit direct des W^j. On identifie les éléments de W$ à des éléments de G à 
l'aide d'un choix de représentants dans un certain sous-groupe compact de G. 

2.3 Notons par abus de notations encore (pi,E Pi ) la représentation irréductible 
cuspidale de GL^F) qui correspond à pi. Posons 

<r = pi ® • • • <S> pi <8> pi <S> • • • <S> ph ® r, 

chaque facteur pi étant répété di fois. Notons E l'espace de cette représentation. 
Ce n'est en général pas la représentation de M qui correspond au paramètre de 
Langlands (ip, e), mais le produit de celle-ci par un certain caractère non ramifié. 
Ce choix ne change toutefois pas la classe d'isomorphie de la représentation ipEs- 

2.4 Rappelons que GL^^F) 1 désigne le sous-groupe de GL^F) formé des 
éléments de déterminant de valeur absolue f . Le groupe quotient GL k (F)/ GLfe(F) 1 
est cyclique, engendré par l'image de la matrice diagonale h ki '■= diag(zuF, 1, 1, . . . , 
f). Notons Stab(pi) le groupe des caractères non ramifiés x de GLfc ; (F) (i.e. de 
restriction triviale à GLfc^F) 1 ) tels que pi®x s °it isomorphe à pi, et U l'ordre de 
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Stab(pi). Il résulte de la correspondance de Langlands que ce nombre ti est égal au 
nombre t Pi défini en 1.3 relatif à la représentation galoisienne pi. 

Fixons une composante irréductible pj de (pï^gl^f) 1 • Notons E p . le sous-espace 
de E Pi correspondant à p\. 

Proposition: (cf. [H,1.16]j On a 

E Pt = ®% 1 MKM>- 

Posons E p . = pi(h J k .)E^, définissons J= xf =1 {l, . . . , ti} di et, pour j_ = . . . 

,jh,d h ) dans J, posons Eî- = Ep^ 1 (g> ■ ■ ■ (g> E p h h ' dh ® E T . Ce sont des sous-espaces 
irréductibles de E Pi et E pour les actions de GL^,. (F) et M 1 respectivement. Notons 
les représentations correspondantes respectivement p 3 i et a 3 -. Elles sont deux à deux 
inéquivalentes (cf. [H, 1.16]), et on a E = je j E 1 -. 

Rappelons que toute symétrie simple rjj de W^, vérifie rija ~ a. On a donc 
( r i,j a -' r i,jE-) = (<r riJ (-, E ri ' s<< i-)) pour un certain rij(j) qui se calcule de la 
manière suivante: si j = 1, . . . , rf, — 1, alors rij(j) se déduit de j, en échangeant 
et jij+i- Si j — di, alors pi est autoduale, et il existe j' id . tel que la con- 

tragrédiente (Ep^ di ) v de E 3 p ^ di soit isomorphe à E?^ . Alors, r^ij) se déduit de 
h en remplaçant j i>dt par j' i d ,. 

3. Dans cette section préliminaire, on part de la situation donnée dans 2.1. On 
se fixe un entier i compris entre 1 et h, et on écrira p — pi, p- = pt-, k = ki, 

f y ^"ijj ") d . t GIjCé 

3.1 On distinguera dans la suite trois cas. Supposons d'abord G symplectiquc 
ou orthogonal impair. Alors ces trois cas sont 

(I) la représentation p n'est pas autoduale; 

(II) la représentation p est autoduale, la représentation galoisienne p ne figure 
pas dans Jord(ipH), et p et G sont tous les deux ou orthogonaux ou symplectiqucs; 

(III) la représentation p est autoduale et la représentation galoisienne p figure ou 
dans Jordan) ou p et G ne sont pas de la même nature (i.e. l'un est symplectique 
et l'autre orthogonal). 

Si G est orthogonal pair et déployé, alors on ajoute à (I) le cas k impair avec ou 
bien H = 1 et k ^ 1 ou bien t(iPh) non invariant par l'automorphisme extérieur, 
et on l'enlève des autres cas. Par ailleurs, on introduit le cas suivant: 

(Ilb) G est orthogonal pair et déployé, H = 1, k = 1 et la représentation p est 
autoduale. 
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Posons d! = d — 1 dans le cas (I), d' — d dans les deux autres cas. De plus, 
Sj := r,j pour j = 1, . . . , d — 1, s<j = r dX d-i^ 1 dans les cas (II) et (Ilb), et Sd = 
dans le cas (III). (Si l'entier i n'est plus fixé, on écrira Sij.) Si d = 1, on laisse Si 
indéfini dans les cas (I), (II) et (Ilb). 

3.2 Pour j = 1, . . . , d' et x un caractère non ramifié de M, notons </ S:j p|p(cr ® x) 
l'opérateur d'entrelacement standard tel que défini dans [W, IV]. Cet opérateur 
est défini pour \ en dehors d'un nombre fini de hyperplans. Il entrelace alors les 
représentations ip(<r <g> x) et ^p(c ® x)- H existe un élément J S;j de Home (ipEp, 

i^pEs) et un élément G £> tel que sp x J Sj = p Sj (x)Js j p\p( (T ® x) s Px- (L'homo- 
morphisme de spécialisation sp x a été défini dans l'introduction.) 

Notons A l'opération par translations à gauche de G sur ipEp (le groupe G 
agissant par translations à droite) et T Sj l'automorphisme de B qui envoie b m sur 
6 s7 i ms . Suivant [H, 2. 4], on définit de la manière suivante, pour j = 1, . . . ,d — 1, 

un isomorphisme p Sj : ipSjE — » ipi?: notons /i^ '"^ ( ou ^fe ' s ^ * cst nx ^) l'élément 
de M dont toutes les entrées sont égales à 1, sauf celle en position (i, j) qui vaut 
hk ■ Si j est compris entre 1 et d — 1, on pose 

P-, = Kx(W +ir ') - l)A(*i) -Vp|p(" ® X)]|x=i] _1 - 
Dans les cas (II) et (Ilb), on pose, si d > 1, 

As, = [(X(4 d) ) ~ l)(x(4 d_1) 4 d) ) - IXxC^) - Vp|p(*® X))|x=i] _1 . 

et dans le cas (III) 

Ps d = [(x(4 d) ) - l)A(s d ) J s - lp|P (<7 ® x)]|x=i] _1 - 

Désignons par K{B) le corps des fractions de B. L'opérateur A Sj = p Sj r Sj X(sj)pJ 1 

J Sj . est un élément de HomG(îp_Bp, i ( f>Ex(B)) (cf. [H, 3.1]). 

Dans le cas (II), on se fixe par ailleurs un isomorphisme p r<J : r^cr — > cr prolongé 
par fonctorialité en un isomorphisme iprdcr — > iper qui sera toujours noté p rd , et 
on écrit A r<i = p rd T rd \{rd)p^ d 1 J rd - C'est également un élément de Rome (ipEp,^ 
E K{B) ) (cf. [H,3.1]). 

3.3 Désignons par ind^ le foncteur de l'induction compacte. Rappelons que 
£7b = ï^mi-Eim 1 ■ On va d'abord s'intéresser au sous-espace ip(ind 1 ^ 1 E^ de 
ipEp- L'opérateur A Sj ne laisse en général pas stable ce sous-espace. Pourrémédier 
à cela, il faut le multiplier avec un certain élément b G B x . La proposition ci-dessous 
est une conséquence immédiate de [H, 4.5] et de sa preuve. 
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Proposition: Soit j = ■ ■ ■ ,jh,d h ) £ J- Pour 1 < j < d — 1, posons hj. Sj = 
{h^ j) h^ j+irl )^-^+K Définissons h^ d = (/j^" 1 ))^-!"^ ^^y^-JU-i 
dans les cas (II) et (Ilb) et posons hj_ Sd = (hf< l ' d )y i - d ~ : >i,d dans le cas (III). Ce 
dernier élément sera noté hj, rd dans le cas (II). 

L'opérateur bh j s . A Sj laisse invariant l'espace ip^nd^iE^-)- Dans le cas (II), il 
en est de même de l'opérateur bh jTd A rd . 



3.4 Écrivons Jj } pour l'élément de EndG(i$(ind^ 1 Eî-)) qui est égal à la restric- 
tion de bf lj s .A Sj , ainsi que, dans les cas (II), Jf d pour la restriction de bhj rd A rd . 
Pour j = 1, . . . ,d-l, posons Xj = b* u+1) -i, X d = b t (d _ 1) (d) dans les cas (II) 

h k h k h k h k 

et (Ilb) si d > 1, et X d — b l {d) dans le cas (III). Définissons par ailleurs a = a p ^ 

h k 

et a_ = a p _^ (cf. 1.2). 

D'après [H, 5.2], il existe, pour j = 1, . . . , d — 1 ou bien encore j — d dans les cas 
(II) et (Ilb), un scalaire c tel que sp\(Xj — l)J Sj = c(l — q~ t )spi. Dans le cas (III), 
fixons un caractère non ramifié X- tel que p (g) X- s °it isomorphe à p- . Il existe 
alors des scalaires c_ et c + qui ne diffèrent que par un facteur ±1 tels que 

s Pl (X d -l)J Sd = c+± sp x 



(1 + q- tS ^-){l - q-*^-) 
et sp x _ (X d + l)J Sd = c_ sp x _ 

Posons, pour j = 1, . . . , d — 1, 

4=^4-^-1) Xj 



dans les cas (II) et (Ilb) 

Tk = q'cdi - (g* - 1) 
et dans le cas (III), lorsque c+a_ = c_a_, 



1 - Xj' 

i-x d ' 



/„t(a+a_)/2+i i\y, n t(a- + l)/2 , „t(a+l)/2 

1 s d ^q C + J s d l — X 2 ' 

d 

et, sinon, 

( q t(a+a-)/2+t _ _ q t(a- + l)/2 + g t(a+l)/2 



Ti=q^+ a -)l^c + X d J s -X d '- 



\-xl 
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Notons finalement le sous-groupe de M engendré par les éléments m dont 
la projection sur chaque facteur GLfc., (F) est une puissance ferrie, et la sous- 
algcbrc de B engendrée par les éléments b m avec m S . (Dans les notations de 
[H], B^ s'identifie à Bq avec O égal à l'orbite inertielle de a.) 

Proposition: (cf. [H, 5.4, 7.4, 7.6]) L'algèbre B^, les opérateurs , ainsi que 

l'opérateur Jr d dans le cas (II), sont contenus dans Endc(ip( ind^El)). 
On a les relations suivantes: 

(i) pour j = 1, . . . , d — 1 et, dans les cas (II) et (Ilb), aussi pour j = d, 



(7$ +1)C4 -q t ) = 0. 



Dans le cas (III), 
(ii) pour j = 1, 



= 0. 



,d—2 et, dans les cas (II) et (Ilb) aussi pour j = d — 1, on a 



rri3 rr~\3 r T~ f ^. 
lsjJ-Sj + ^J-S. 



rrû rr~0 rr~s3 

J-s j + 1 J-s j J-s j + 1 - 



Dans le cas (III), on trouve 

rr~0 rt~i3 ryi3 ryi3 ryi3 rri3 rri3 rr~0 

1 S<J-1 1 Sd 1 Sd-l 1 Sd — 1 Sd 1 Sd-i 1 sj 1 «d-1- 

En particulier, lorsque w = sj 1 ■ ■ ■ Sj t est un élément de W^^ avec l minimal, 

3 3 

l'opérateur Ts j% ■ ■ ■ Tf, ne dépend que de w et non pas de la décomposition de w en 
symétrie simple choisie. 

(iii) Soit m la puissance tème d'un élément de M . Alors, pour j = 1, . . . , d — 1 
et, dans les cas (II) et (Ilb), également pour j = d, 



b m T J S] - T J S] b Sj(m) - {q t - 1)-^ -73^-. 

Dans le cas (III), on trouve 



b m T Sd - T Sd b Sd ( m ) — (q 



1 + X^(q^ 



■))- 



i-x; 



(iv) Dans le cas (II) finalement, on a de plus, pour j = l,...,d, T^J^ = 
Jr d T~-i , (Jr d ) 2 es t un opérateur scalaire et, lorsque b e B^, J^ d b = rd bJ^ d . 

3.5 La proposition ci-dessus nous conduit à définir, pour w = s\ ■ ■ ■ si dans W^^ 

j j 

T w = Tzi ■ ■ - Ts,, lorsque Si ■ • • s; est une décomposition minimale de w. 
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4. On part toujours de la situation donnée dans 2.1, mais on ne fixe plus 
i. L'objet de section est de décrire Endc (ipiind^iEî-)) pour un j dans J fixé. 
Pour cela, notons le sous-groupe de engendré par les éléments Sij, posons 
fi = ri t di, lorsque p, vérifie les hypothèses du cas (II), et notons le sous-groupe 
de engendré par ces r^. Le groupe W$ est alors le produit semi-direct de 
Rj/j avec le sous-groupe normal [H, 1.12]. On écrira W^^ pour l'intersection 

W % n W 1>,i et R i>,i P our U> r i}- 

4.1 Proposition: (i) Siw G et u/ G W$ »< auec * 7^ *'> alors les opérateurs 
Tw et T 3 -, commutent. 

(ii) Sir G R^, t i etw E v avec i ^ i' , alors les opérateurs J 3 - et commutent. 

(iii) Pour tout r,r' dans R^, les opérateurs J 3 - et J 3 -, commutent. 

La proposition nous le permet de définir pour tout w G et J 3 - pour 
r G R^p , r 1, en posant Tk — ■ ■ ■ T^ h , lorsque w = w\ ■ ■ ■ Wh avec Wi G W^ >i , 
et J 3 - — Jfi • • • Jr h , lorsque r = r 1 ■ ■ ■ r h avec r$ G iî^,,». 

4.2 Théorème: (c/. [H, 7.7] j S'oit j dans J". Les opérateurs J^T^, w G et 
r G -R,/,, forment une base du B^-module Enda(i'p(ind^ 1 Ei)). 

La sous-algèbre de EndG(ip(ind^ 1 Eî-)) engendrée par et les est une 
algèbre de Hecke avec paramètres. En particulier, Endg (ip : (ind 1 ^ I1 Eî-)) est iso- 
morphe au produit semi-direct de cette algèbre de Hecke avec paramètres avec un 
sous-groupe isomorphe à R^. 

Remarque: On a ^ 1, si et seulement si au moins un des pi n'apparaît pas 
dans Jord(Tpu) et que pi et G sont ou tous les deux orthogonaux ou tous les deux 
symplectiques, ainsi que, dans le cas G déployé et orthogonal pair, ou bien fcj pair 
ou bien H ^ 1 et t invariant par l'automorphisme extérieur de H. 

5. On va maintenant procéder à la description de EuddipEs), lorsque {cr,E) 
est une représentation irréductible cuspidale d'un sous-groupe de Levi M de 6? de 
paramètre de Langlands (ip, e) (voir 1.2 pour la définition de ce paramètre, lorsque 
G est symplectique ou orthogonal impair, et la section 1.4, lorsque G est orthogonal 
pair). A équivalence près, on peut supposer que M s'identifie à un produit 

GL fcl (F) x • • • GL fel (F) x GL fe2 (F) x • • • x GL feh x • • • x GL kh (F) x H, 

chaque facteur GL fci étant répété dj fois (cf. 2.1) et que ip s °h de la forme 

Pl,l ® ■ • ■ Pl.di ® p2,l ® • • • ® P2,d 2 ® ' ' ' ® Ph,d h ® IpH, 
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où les pij : Wf — ► GLfc^C) sont des représentations de Wf qui sont, pour i fixé, la 
tordue d'une même représentation irréductible cuspidale unitaire pi par un caractère 
non ramifié. On peut (et on va) choisir pi autodualc si la contragrédiente de pij 
est isomorphe au produit de pij par un caractère non ramifié, et on supposera que 
Pi ne soit pas la tordue d'une pj, j ^ i, par un caractère non ramifié. 

Rappelons que l'on a désigné par la représentation de Wf, déterminée à 
isomorphisme près, qui est le produit de pi par un caractère non ramifié et qui 
est autoduale et non isomorphe à pi. Écrivons en (resp. aj_) pour l'entier a Pi ^ 
(resp. a Pt _rf) défini par C. Moeglin (cf. 1.2 - 1.4) et ti pour l'ordre du groupe des 
caractères non ramifiés de GL^F), stabilisant la classe d'isomorphie de pi. On 
peut (et on va) supposer ai > a,_. 

Rappelons finalement que ipE B = «p(ind^i Eî-), l'ensemble J et les 

espaces E 3 - ayant été définis dans 2.4. 

5.1 On a défini dans 2.2, 3.1 et 4. le groupe de Weyl W$ — x qui 
est engendré par les symétries simples Sij de Wfj, et R^. On avait désigné dans 
3.4 par le sous-groupe de M engendré par les éléments m dont la projection 
sur chaque facteur GLfe., (F) est une puissance tj'ème, et la sous- algèbre de B 
engendrée par les éléments b m avec m G . Dans 4.2 on a défini, pour tout 
j G J, w G et r e R$, des opérateurs et Jf dans Endc(îp(md^i E 3 -)). 
Posons, pour w G et r G R^,, 

Tyj Gt J r — J r • 

i i 

Écrivons Xij pour l'élément Xj, défini dans 3.4 relatif à pi et ipjj. Pour j G 3, 
notons hJ- l'élément de M qui est le produit des {h^^y*^ (cf. 3.2), 1 < i < h, 
1 < j < di. Si x G Stab(O), l'application cf) x : ipE B — > îp-Ep qui agit sur chaque 
sous-espace ip^nd^E 3 -) par le scalaire x(h-) est un automorphisme G-équivariant 
de i$E B [H, 2.6]. 

5.2 Théorème: L'ensemble des (f) x J r T w avec x G Stab(O), r G i?,/, et w € W^, 
forme une base du B -module Endc (ipi?p). La sous-B^ -algèbre engendrée par B^ 
et les opérateurs T w est une algèbre de Hecke avec paramètres. En particulier, pour 
tous i = 1, . . . , h on trouve: 

(i) pour j = 1, — 1 et, si pi vérifie l'hypothèse (II) ou (Ilb) de 3.1, 

également pour j = di, on a 

{T Si .+l){T Si .-q^)=ù. 
Si pi vérifie l'hypothèse (III), on a 

(T Sidi +l)(T SMi -9**^+**) = 0. 



PARAMÈTRES DE LANGLANDS ET ALGÈBRES D'ENTRELACEMENT 



13 



(il) pour j = 1, . . . , di — 2 et, si pi vérifie l'hypothèse (II) ou (Ilb), également 
pour j = di — 1, on a 



rri rri rri rri rri rri 

1 Si,j- L Si, j+1 J-Sij — 1 Si, j + 1 1 Si,j- L Si,j + 1 - 

Si pi vérifie l'hypothèse (III), on a 

1 S«,<ij-l J s i,di Si.di-l 1 Si,di ~ 1 S i}di 1 Si, di -l 1 S i}di 1 Si.dj-l ' 

En particulier, lorsque w = Si ldl ■ ■ ■ Si l j l est dans avec l minimal, alors l'opéra- 
teur T SH H ■ ■ ■ T Si d ne dépend que de w et non pas de la décomposition choisie. 

(iii) Soit b dans B. Si j = 1, . . . , d — 1 et, si p t vérifie l'hypothèse (II) ou (Ilb), 
également pour j — di, on a 



bT Si ^-T Si!j - I, ,/ l' r -— 



Si pi vérifie l'hypothèse (III), on trouve 



. -i+o»- ,. , t a 4 + l . b— Si - d ib 

-M — 5 — +ti _ i _i_ Y- 1 (J-i^r- _ \xL 1 

Y- 2 



Par ailleurs, 

(iv) Pour tout r G i?^, 6 G _B et s G W^, ; on a T s J r = J r T r -i sr , J 2 est un 
opérateur scalaire et J r b — r bJ r . 

(v) Les automorphismes 4> x commutent avec les T w , J r et les éléments de B^,. 
En général, on a pour m G M, 4> x b m = x(m)o m </> x . 

Remarque: Notons Rat(M) l'ensemble des caractères rationnels de M. Dans 
le langage de Lusztig [L], l'algèbre de Hecke du théorème est associée à la donnée 
radicielle basique (A, £, A v , £ v , A) avec A égal à l'image de dans M/M 1 , A v 
égal au sous-ensemble de Rat(M)®M. qui est en dualité parfaite avec A par (m, x<8> 
x) ~ -xIog,(x(m)), S = { w X id \w G W$,i = l,...,h et j = £ v égal 

au système de racines dual dans A v et A = {Xij\i = 1, . . . ,h et j = 1, . . . , d^}. 
(Rappelons que d\ a été défini à la fin de 3.1. Le fait que ceci forme bien un système 
de racines est prouvé dans [H, 6].) 

Les paramètres de l'algèbre de Hecke dans le langage de Lusztig (il propose 
plusieurs terminologies) se lisent directement sur les relations données dans le 
théorème 5.2 selon les différents cas. Remarquons que les paramètres ti a%+ £ % - 
sont toujours des entiers suite à la proposition 1.3. 

On ne peut pas prendre pour A le réseau M /M 1 tout entier, puisque S v n'est 
pas inclus dans le réseau dual (à moins que tous les t% soient nuls). Donc, la B- 
sous-algèbre engendrée par les opérateurs T w n'est pas une algèbre de Hecke avec 
paramètres au sens strict de la terminologie de Lusztig. 
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5.3 Lemme: Pour tout j , la projection pi- de ipEs sur ip^E 3 - est une combinai- 
son C-linéaire des automorphismes 4> x , x G Stab(0). 

Preuve: Sans perte de généralité, on peut supposer j — (1,1, ... , 1) =: 1. Pour 
j différent de 1, on peut choisir un caractère Xj dans Stab(O) tel que Xj(h-) ^ 1- 
L'endomorphisme <p x — Xj(h-) est alors trivial sur ipEî- et non trivial sur ipE-. 
Le composé de tous ces endomorphismes pour j =/= 1 (dans n'importe quel ordre) 
est alors un endomorphisme de i'f.Ep qui est trivial sur chaque sous-espace i'f.E 3 -, 
j ^ J_, et qui agit sur ipE- par un scalaire non nul égal au produit des 1 — Xj(^-)- 



5.4 Preuve du théorème 5.2: Il est clair que B, les automorphismes 4> x et les 
T w ainsi que les J r sont dans EuddipEp). Il reste à voir que la sous-algèbre A 
engendrée par ces opérateurs est égale à EuddipEp). Soit $ G EndG^p^s)- 
Comme $ = ® ■ p^-o $, on est ramené au cas où l'image de $ est contenue dans un 

des espaces ipEÎ. 

Fixons j. Pour tout i dans J, il existe un élément m; de M tel que b mi ipEî- = 
ipE 1 . La restriction à gauche de b mi § à l'espace ipE 1 définit un endomorphisme 
de ip^E-. Par le théorème 4.2, c'est donc une combinaison ^-linéaire des JrTw, 
r € et w <E Wl. Notons b\ yW les coefficients dans cette combinaison linéaire. On 
trouve alors 

^ = K,wJr^w- 

i r,w 

Or, comme = p^T w et Jf = p^Jr, cet opérateur appartient suite au lemme 5.3 à 
A. Il en est donc de même de 4>. D 
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